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摘要：反演问题的时空间分辨率或称时空分辨长度是评估模型精细程度的重要参数，决定了该

模型应用的范围和价值，但是分辨长度估算却是比反演更复杂和麻烦的数学问题。除了层析成

像中广泛利用理论模型恢复试验定性提取空间分辨长度外，通过求解分辨率矩阵可定量获得分

辨长度。通过矩阵操作给出的分辨率矩阵包括三类：直接分辨率矩阵、正则化分辨率矩阵和混

合分辨率矩阵。这三类矩阵包含了反演本身不同侧面的信息，因此在一个反演应用中，同时提

供这三类分辨率矩阵可更全面地评估反演模型分辨率分布。最近 An（2012）提出了从大量随机

理论模型及其解中统计出分辨率矩阵的方法。这种分辨率矩阵是从模拟真实反演实验的输入和

输出模型中通过反演得到的，因此这种分辨率矩阵更能反映整个反演所涉及到的更多因素和过

程；同时由于这种分辨率矩阵计算过程无需进行矩阵操作且不依赖于具体正演和反演方法，因

此可以被应用于更普遍的反演问题。实际应用证明统计分辨率分析方法适用于对二维和三维层

析成像反演模型进行分辨率分析。 
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在实际研究中，我们往往需要通过在物体外部进行观测来了解该物体内部的情况。从

数学上来说，外部观测可表示为一个包括 n 个观测的观测矢量 d，将希望获得的信息表示为

一个由 m 个参数构成的模型矢量 m（各参数可表示为： , 1, 2, ,im i m  ）。基于物理学知识，

可以建立从模型到观测量的正演方程 d = g(m)。从外部观测量 d 来获得内部未知信息 m 的过

程是一个典型的求解反演方程 ( )gm g d 的过程，即利用观测矢量 d 和观测算子 g 的实际或

广义的逆 g
-g
来最终获得模型矢量的解，这里表示为 1 2, ,( , )mm m mm 。如果观测误差d 是

已知的，那么解的变化范围m 也可以利用反演方程获得。解的变化范围m 表示了测量值

与真值的接近程度，即可称为一般意义上的精度。但在地球科学中，图件或模型的精度往

往指的是空间精细程度，即是一般意义上的(空间)分辨率。 

求解以上反演问题是一个典型的数学问题，很多课本对如何获得各种反演问题的解进

行了详细介绍
[1－5]

。例如，常见的层析成像是观测量和未知量都非常多的稀疏矩阵线性反演

问题，最小二乘正交分解（LSQR）
[6－7]

可以很好地求解这种问题
[8]
；即使对于复杂的非线性

反演问题，人们也可以获得它们的全局解
[9－13]

。 
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对于一个纯数学问题，在获得了问题的解m 和解的不确定范围m 之后，这个反演问

题的分析基本就结束了；但对于一些实际应用的反演问题来说，对模型精细程度的评估却

是反演过程中最关键的一环，虽然这一环节往往被忽视
[14－15]

。对于一些与时空有关的应用

数学问题（比如地球物理学问题），模型 m 的每一个参数 (mi)代表了某个时空位置的信息，

即这个参数也可以表示为 mi (x, y, z, t)。这时，在某个空间位置 (x, y, z, t)的解 mi所代表的时

空尺度或者说该解代表了多大时空范围的平均信息是评估该解应用价值的主要指标，这个

最小可探测时空尺度被称为时空分辨率（temporal and spatial resolution）。比如，给

出地球上某点温度的时候，不但需要给出温度的变化范围，同时更需要给出其时空分辨长

度。如果所给温度的时间分辨长度是 1 分钟、空间分辨率是 1 m 的话，这说明了这个温度值

只代表了所测时间 1 分钟以内和在 1 m 空间范围内的平均温度。与解m 本身和解的变化范

围（或称精度）m 一样，解的时空分辨率是一个对与时空相关参数进行反演分析过程中不

可缺少的。 

一般常见的时空分辨率是最小可探测空间尺度，即被称为空间分辨率（spatial 

resolution）或分辨长度（resolution length）。在地球科学中，图件或模型的精度往往

指的就是其空间分辨率，而不是一般意义上的精度（测量值与真值的接近程度）。通过求解

反演方程来获得解m 和解的不确定范围m 已经不再是困难的事，但是估算一个反演问题

的时空分辨率却是较复杂和麻烦的事。多数有关反演问题的课本没有对时空分辨率进行详

细介绍，甚至除了层析成像之外，多数反演应用基本不提供任何时空分辨率信息。 

为对时空分辨率分析有个清晰的认识，下面将对时空分辨率估算问题进行综合介绍。 

1 理论模型恢复试验 

理论模型恢复试验是一种通过对比特定理论模型与其反演解间异同定性获得分辨长度

的方法。最常见的是棋盘格测试（checkerboard tests）或其他特定结构理论模型的恢复

测试
[14，16－19]

。图 1 是一个棋盘格测试的实例
[20]

。在这种方法中，先造一个如棋盘格或其他

特定结构的理论模型 m，然后通过正演计算获得理论模型的观测 d。在通过反演获得解m 后，

通过绘图显示理论模型 m 和反演解m 并进行对比，检查给定的结构能否在反演模型中得到

体现。如果反演模型中某位置给定的结构得以体现，则说明了实际反演结果在该空间位置

具有分辨这种空间尺度结构的空间分辨率。从以上介绍来看，这种方法是通过对比特定理

论模型 m 和反演的解m ，最终给出某个位置的大致分辨率值。 

在棋盘格测试中，最小可恢复格子宽度的一半被认为是分辨长度
[21]

。在图 1 实例中，

理论模型 m 中右侧的格子结构没有在m 中体现，因此这些位置的反演结果分辨率低于给定

棋盘格结构的尺度；而其他能够被反演出来格子结构的位置的分辨率应至少与给定棋盘格

宽度一样，即具有格子大小的异常能够被反演出来。 

虽然理论模型恢复分析只定性地给出大致的空间分辨率，但由于这种方式较简单，因

此被广泛应用在层析成像反演研究中。但在实际应用中，反演解存在的小尺度异常往往被错

误地当作高精细度的体现；另外，棋盘格实验只适合于特定模型离散化方式，比如棋盘格测

试只能适用于二维中四边形单元网格或三维中六面体网格，而不适合于其他网格形式如三角

形或六边形等。 
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理论模型 m

 
反演出的模型 m

图 1 棋盘格测试实例
[20]
 

Fig.1 An example of checkerboard test
[20]

 

 

2 求解分辨率矩阵 

分辨率矩阵分析通常见于线性反演或线性化反演当中。在一个线性反演问题中，其正

演和反演方程可以用公式（1）和（2）来表示： 

d Gm                                 （1） 

gm G d                                （2） 

其中， gG 是观测矩阵 G（大小为 n m）的实际或广义逆。公式（1）中 d 带入公式（2）

中，就可以获得以下公式
[22－23]

： 

m Rm                                 （3） 

-gR G G                                （4） 

其中R是一个m m的矩阵，称为分辨率矩阵（resolution matrix），分辨率算子（resolution 

operator）或分辨率核（resolving kernels）。公式（3）定义了一个从实际模型 m 到反演

解m 的线性投影。在这个投影中，每个参数的解可以看作是该空间位置附近各参数理论值
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（或实际值）的加权平均，这就是 Backus-Gilbert 反演方法的基本假定
[24]

。Backus 和

Gilbert 等
[24]

为求解地球物理反演问题而提出了一个独特反演方法，假定实际模型与最终解

之间存在公式（3）的线性映射关系，即解中每个参数的值 mi 是实际模型中该参数自身理论

值（或实际值）mi 以及相邻模型参数理论值 mj(i  j)的加权平均。所有权重构成的映射矩阵

被称为 Backus-Gilbert 分辨率矩阵或 Backus-Gilbert 分辨率核。 

虽然 Backus-Gilbert 提出的反演方法很少应用于实际，但其前提假设中的映射矩阵却

广泛应用于对线性反演完善与否的评价当中。比如，它可以用以评估哪个位置的解不可靠，

反演是否充分等
[25]

。通过这个映射矩阵也可以给出最小可探测长度
[25]

，因此该矩阵也应用

于对反演模型的时空分辨长度分析。比如，如果分辨率矩阵为单位矩阵（即每行为 Delta

函数）的话，这表明了模型所有参数理论值与相对应空间位置解存在一一对应关系，即所

获得的解完美地代表了实际模型，这时每个参数的空间尺度直接与其分辨长度有关。参照

层析成像中的分辨长度为棋盘格检测板格子宽度一半的看法，这时的分辨长度为每个参数

（比如每个单元）空间宽度的一半。 

对于一个观测数据量和反演参数量适度的中等规模的线性反演问题，获得反演矩阵

是较简单的
[26－27]

。在直接进行矩阵操作进行反演中，利用公式（4）就可以直接给出该

矩阵
[2，28]

；即使在基于 Lanczos 迭代的迭代反演中，也可以给出分辨率矩阵
[8，22，29]

。对于

较大的问题，可以使用 Cholesky 分解
[30－31]

来获得该矩阵，同时部分学者提出了近似分辨率

矩阵的估算方法
[32－33]

。 

虽然分辨率矩阵的定义（公式（3））非常简单，但在实际应用中，却存在着不同的空间

分辨率矩阵
[15]

。根据所用基本公式，2011 年以前的正式出版物列出的分辨率矩阵可分为三类
[15]

：直接分辨率矩阵，正则化分辨率矩阵和混合分辨率矩阵。虽然三者在各自参考文献中都

称为分辨率矩阵，但实际上三种矩阵具有明显不同的使用价值。除此之外，An
[15]

提出了第四

类分辨率矩阵，即统计分辨率矩阵。下面对这四类分辨率矩阵的求解公式进行具体介绍。 

2.1 直接分辨率矩阵 

通过公式（4）直接求解的分辨率矩阵是分辨率矩阵的第一种形式，这里称为直接分辨

率矩阵，并用 R 来表示。如果不求公式（4）中的 G
-g
，那么可以通过奇异值分解方法（Singular 

Value Decomposition，SVD）获得分辨率矩阵
[22]

： 

TR VV                                 （5） 

其中 V 是一个酉矩阵。 

从公式（4）来看，如果 G 是满秩矩阵，由于 R 是矩阵 G 和它的逆的积，那么 R 为单

位矩阵，这时一般认为整个反演系统是完善的。否则的话，R 就不是单位矩阵，这时的观测

不能对所有参数有完善的约束，这时的反演被认为是病态的（ill-posed）。 

图 2 显示了一个欠定（under-determined）问题。此例中包含了 5 条波传播的观测，

其中观测到的传播用时(或称走时)构成了公式（1）中 d，各单位长度线段内的慢速（波速

的倒数）构成了公式（1）中 m，每个波在各单位线段内的传播路径长度构成了公式（1）

中 G。在该示例中，模型 m 或m 共有 100 个参数（或称未知数），其中第 86～100 个参数

没有任何观测穿过（图 2（a）），即这些参数没有受到任何观测的约束。显然，欠定问题的

直接分辨率矩阵不是单位矩阵，因此肯定是病态问题。 
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（a）模型和观测，（b）该问题的观测矩阵 

图 2 一个欠定反演实例
[15]
 

Fig.2 Illustration of an underdetermined 1D 
ray-propagation inversion example

[15]
 

 

利用 SVD 分析可直接通过公式（4）或（5）获得图 2 示例的直接分辨率矩阵，这个矩

阵显示在图 3（a）和（b）。图 3（a）纵轴表示模型解中以序号表示的各个参数，横轴表示

真实模型的各个参数。色彩表示分辨率矩阵各元素的值。如果分辨率矩阵接近于对角矩阵，

公式（3）说明了每一个参数的解 mi 可以被认为是真实模型中该点及其在时空上相邻的参数

理论值（如 mj）的加权和
[22]

。在该矩阵中，对于解中第 20 个参数（纵轴中第 20 个参数，

这里用 m20 表示），真实模型中第 10 至第 30 参数 10,( ,30)jm j   对应的元素值相等，其余

真实模型参数对应的元素都为 0。这个图像说明了，m20 可看作是真实模型中第 10 至第 30

参数的加权平均所得，因此 m20 的空间分辨率则与真实模型中这些参数所占的空间大小直接

有关；分辨率矩阵中相关元素值相等表示真实模型中这些参数在解 m20中的贡献是一样的。 

形象地，由于图 3（a）中相邻相等元素构成的方块表示了分辨率矩阵具有相同的值，

方块之外区域为白色表示这些区域对应的分辨率矩阵元素的值为 0，即对解没有任何贡献。

故此，方块形的宽度表示了对应解的分辨范围。参照棋盘格测试中的经验，这里可认为方

块形宽度的一半是分辨长度。为方便起见，将图 3（a）给出的分辨范围用红色线段也分别

显示在图 3（b）、（d）的（e）中，但是线段的中心平移到了矩阵的对角分量位置。 

从图 2 可知，没有任何观测穿过第 86～100 参数，或者说这些参数不受任何观测约束，

因此这些参数 86, ,100im i  （ ）是完全无解的。换言之，真实模型中没有任何参数对解中

86, ,100im i  （ ）有任何的贡献，因此正如图 3（a）显示的，分辨率矩阵中与这些参数有关

的各元素都为 0。 

现在来看一个超定（over-determined）问题。此时观测矩阵 G 一定是满秩的，从公式

（4）我们知道其分辨率矩阵 R 肯定是单位矩阵，该矩阵与图 3（c）和（d）显示的图像类

似。单位分辨率矩阵中除对角线元素为 1、且其余均为 0，这说明了解中任何参数 mi 只与真

实模型中的 mj(i = j)有关，且两者完全相等。故此，单位分辨率矩阵意味着模型的每个参数

可以完美地反演。 
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（a），（b）直接分辨率矩阵；（c）、（d）是正则化分辨率矩阵；（e）、（f）是混合分辨率矩阵。右边的 

（b）、（d）、（f）是相应左图（a）、（c）、（e）中分辨率矩阵的归一化矩阵。红色线段表示各参数的分辨长度 

图 3 图 2反演问题的三种分辨率矩阵
[15]
 

Fig.3 Three resolution matrices
[15]

 for the inverse problem in Fig.2 
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公式（3）说明了每一个参数的解 mi 可以被认为是理论模型中该点及其在时空上相邻参

数理论值（如 mj）的加权和
[22]

，其中分辨率矩阵各元素是求和的权重（具体公式参见下文），

因此分辨率矩阵可以给出空间分辨率或分辨长度信息。对于一个单位分辨率矩阵（如图 3

（c）和（d）），解中每个参数只与真实模型中对应的参数有关，故每个参数的空间分辨率

等于这个参数所占空间宽度的一半。对于非对角矩阵的分辨率矩阵来说，以图 3（a）和（b）

显示的分辨率矩阵来看，对于某个被颜色填充的方块所在的一个解参数（如 mi）来说，该

方块内部的真实模型所有参数对 mi 的贡献权重相同，而方块之外的真实模型参数的贡献权

重为 0，那么 mi 的空间分辨率应该与该方块的宽度直接有关。参照层析成像棋盘格分析的

情况，每个参数的空间分辨率应等于所在阴影方块宽度的一半。 

从以上分析来看，直接分辨率矩阵 R 可以给出分辨长度信息，也可以判定反演是否完

善，但由于多数实际应用是病态的，而实际反演需要消除其病态特征，因此一般不给出直

接分辨率矩阵。 

2.2 正则化分辨率矩阵 

对一个病态方程的反演，比如图 2 所示的欠定问题，需要利用增加阻尼因子、平滑约

束或其他先验的、合理的约束条件对反演问题进行正则化（Regularization）。这里用 k 个

参数的矢量 c 和 k 行 m 列（或称 k m 大小）的矩阵 C 来表示，那么以上的正演方程就变成

了公式（6）： 

b Am                                  （6） 

,
 
   

    
   c

d G
b A

C
                            （7） 

其中 A 是(n + k) m 矩阵，是用来平衡先验约束和观测两者对反演相对贡献的常数。方程

（6）的解可以表示为： 

gm A b                                  （8） 

与上面利用正演方程和反演方程推出直接分辨率矩阵 R 公式（4）一样，通过正则化后的正

演方程（6）和反演方程（8）可以获得一个新的分辨率矩阵： 

 gR A A                                  （9） 

这里称上式中的 R 为正则化分辨率矩阵。虽然正则化分辨率矩阵同样定义了模型实际值与

解之间的关系，但这个关系是建立在对反演问题进行了正则化后的正演方程（6）和反演方

程（8）的基础之上的，而不是像直接分辨率矩阵 R 来自于直接的正演方程（1）和反演方

程（2）。正则化至少应该使得方程（6）中的 A 矩阵达到满秩，即 R 是满秩矩阵 A 和它的

逆的积，那么 R 将是一个 m m 的单位矩阵。即，一个合理的正则化至少保证其分辨率矩

阵为单位矩阵
[3，22，34]

。图 3（c）显示的是一个单位分辨率矩阵示例。在计算该示例矩阵 A

时，使用了平滑约束矩阵 C，且  = 1。 

在实际反演中，用户往往直接使用某些现成的反演程序，而现成的反演程序一般只提
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供了特定的一两个正则化约束选项。如果用户需要使用其他先验约束，最简单的方式就是

通过公式（7）构建 b 和 A，然后把它们分别当作 d 和 G 代入有关程序。此时所进行的反演

真正使用的正演方程是正则化正演方程（6），而不是原始的方程（1）。此时所给出的分辨

率矩阵就是正则化分辨率矩阵 R 。利用该正则化矩阵 R 是否是单位矩阵可以评判反演过程

是否完美，但该矩阵不能给出模型的空间分辨率。比如，一个经过正则化后的完美反演，

其正则化分辨率矩阵肯定为单位矩阵（参图 3（c）），但其直接分辨率矩阵 R（图 3（a））已

经说明了，这个反演问题是病态的、甚至没有任何观测对某些参数进行约束；从分辨长度

来看，图 3（a）显示这个问题所有参数的空间分辨率都大于单个参数所占据的空间尺度。

因此正则化分辨率矩阵 R 给出的空间分辨率信息是没有任何用处的，而只表示在添加了人

为给定的数学条件下，所有参数在数学上已经被完美求解了。 

2.3 混合分辨率矩阵 

在公式（7）中，矢量 c 往往是空矢量，即所有元素为 0。在一些实际反演中，这个空

矢量 c 可以被忽略，那么方程（6）可以获得与下面方程（10）一样的反演结果。 

2 2
min  Gm d Cm                        （10） 

如果 C 是单位矩阵，那么方程（10）就是典型的反演问题的 Tikhonov 正则化方程。在矢量

c 被忽略的情况下，方程（8）中的矢量 b 被矢量 d 所替换，那么我们就可以利用原始正演

方程（1）和正则化的反演方程（8）获得一个新的分辨率矩阵 R ： 

-gR A G                                （11） 

由于该矩阵来自于原始的观测矩阵 G 和正则化后的 A，这里将新的分辨率矩阵 R 称为混合

分辨率矩阵。 

多数通过分辨率矩阵给出分辨长度的参考文献，尤其是文献[30]、[31]和[36]，给出

的分辨率矩阵属于这一类。 
显然，由于 A 和 G 两者的差别一般是不可忽略的，因此 R 不但包含了原始分辨率矩阵

G 的信息，也包含了先验约束矩阵 C 的信息，及平衡两者的权重的信息。图 2所示的欠定

问题的混合分辨率矩阵 R 显示在图 3（e）和（f），其中矩阵 A 和与图 3（c）和（d）正则

化矩阵计算所用的相同。一个欠定问题（图 2）的混合分辨率矩阵 R （图 3（e）和（f））

可能与该问题的直接分辨率矩阵（图 3（a）和（b））非常近似。基于同样原因，即使对于

一个超定问题，虽然其直接分辨率矩阵为单位矩阵，但其混合分辨率矩阵 R 也很少为单位

矩阵，这是由于该矩阵来自于观测矩阵 G 和另一个矩阵 A 的逆。 

让我们来看一个 n > m 的超定问题。这里我们假设新的观测矩阵 Go 是由上面的观测矩

阵 G 和一个 m m 的单位矩阵 I 构成： 

o

 
  
 

G
G

I
                              （12） 

这个新的观测矩阵 Go 是一个满秩矩阵，因此我们获得的直接分辨率矩阵 R 是一个与图
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3（c）一样的单位矩阵。这时可以认为即使不使用任何先验约束，每个模型参数可以被完

美地反演得到，那么每个参数的分辨长度等于该参数空间宽度的一半。正则化分辨率矩阵 R

同样为单位矩阵，但混合分辨率矩阵 R 是否也为单位矩阵则取决于权重。对于一个较小的

，混合分辨率矩阵 R （如图 4（a））将与预期的单位矩阵非常相似；但对于较大的，混

合分辨率矩阵（如图 4（b））却异常地与欠定问题的分辨率矩阵（图 3（e））明显相似。因

此，一个不合适的权重因子可以导致一个不合适的混合分辨率矩阵 R ，并最终得出错误的

空间分辨率。 
 

 
图 4 一个超定问题的混合分辨率矩阵

[15]
。其中平滑权重分别为（a）1和（b）10 

Fig.4 Hybrid resolution matrix for an overdetermined resolution matrix.  
The weights, , are respectively (a) 1 and (b) 10 

 
总之，混合分辨率矩阵 R 可以用来评判反演是否完善，也可以给出空间分辨率的长度，

但这往往依赖于所给的正则化对反演的贡献，即相对权重的大小。 

2.4 统计分辨率矩阵 

这类分辨率矩阵与前三类唯一相同的地方是其基本定义（公式（3）），但却不像前三类

需要通过矩阵运算推导出分辨率矩阵，而是直接利用随机理论模型和该理论模型对应的解

来直接反演得到的
[15]

。这里称这个新的基于很多随机模型反演出来的分辨率矩阵为统计分

辨率矩阵或反演分辨率矩阵。参照公式（3），统计分辨率矩阵的定义公式为： 

m m                               （13） 

上式也可以表示为： 

,
1

m

i i j j
j

m r m


                               （14） 

其中 ri,j 表示分辨率矩阵中第 i 行第 j 列的值。 

前面已经提到，公式（3）、（13）和（14）都说明了某个参数的解 (mi)等于模型中相邻

参数理论值 (mi)的加权平均，而所有权重 ri,j 构成了分辨率矩阵。权重 ri,j的加和可以被看
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作常数 ci，即： 

,
1

m

i j i
j

r c


                               （15） 

如果 ci 为 1的话，公式（14）就表示了 mi 完全可以被当作是 m 的无偏平均值
[34]

；否则，如

果 ci  1，那么公式（14）右侧项就不是一个真的对 m 的平均值
[34]

。如果需要使得 mi成为

m 的无偏平均值，公式（14）需要修改为： 

,
1

,
1

m

i j j
j

i m

i j
j

r m

m
r









                            （16） 

理论上来说，模型中距离某个参数 mi 的时空距离越远的参数 mj 对 mi 的贡献应该越小，

因此分辨率矩阵的每一行（ri,j,  j = 1, m）可以用高斯函数来近似
[34，37]

。图 5 即为高斯函数的

图形示例。在一维情况下，每个分辨率矩阵的元素用高斯函数表示其与距离间关系
[15]

： 

2 2 2
, ,

, 2 2 2

( )
exp exp exp

2 2 2( /1.17)
j i i j i j

i j i i i
i i i

x x L L
r a a a

w 
     

               
     

      （17） 

其中 xi 和 xj表示 mi 和 mj所在的空间位置，Li,j

就是两者空间距离，i 表示 mi 所在空间位置

的高斯函数的宽度的一半（即半宽度），即高

斯函数形状最高高度约 60％高度处的半宽

度，但这里使用最高高度的一半高度位置处的

半宽度wi代表高斯函数的半宽度。由公式（17）

可以得到 ri,j归一化后的形式为： 

2
,

, 2
exp

2
i j

i j

i

L
r


 

   
 

        （18） 

如果把一个高斯形状等同于前面提到的

棋盘格检测版中的一个格子，那么高斯函数

的半宽度就相当于棋盘格宽度的一半，即可

以直接认为是分辨长度，那么可以认为公式

（17）中的 wi 即代表了分辨长度。在实际问题中，我们求解分辨率矩阵的目的就是为了

获得分辨长度。 

在多维情况下，如果假定各个方向的分辨率是均匀的时候，把上式的空间距离 Li,j可改

为多维空间下的空间距离。对于其他情况的说明参见文献[15]。 

直接把公式（17）中的 ri,j 代入公式（16）中，我们可以获得： 

图 5 归一化高斯曲线 

Fig.5 Normalized Gaussian curve example 
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2 2 2
, , ,

2 2 2
1 1 1

2 2 2
, , ,

2 2 2
1 1 1

exp exp exp
2 2 2
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2 2 2

m m m
i j i j i j

i j i j j
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m m m
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     （19） 

由于参数间空间距离 Li,j可从参数的空间位置计算得到，故可看作常值。故公式（19）的右

边可以简写表示为： 

2 2
, ,

2 2
1 1

2 2
, ,

2 2
1 1

exp exp
2 2( /1.17)

( , )

exp exp
2 2( /1.17)

m m
i j i j

j j
j ji i

i
m m

i j i j

j ji i

L L
m m

w
f w

L L

w





 

 

   
       
    
   
       
   

 

 
m          （20） 

那么公式（19）就可以表示为： 

( , )i im f w m                              （21） 

需要注意的是，公式（3）和（13）表示分辨率矩阵只与给定的观测矩阵 G 和正则化矩

阵 C 有关，而与观测数据 d 没有任何关系；同时由于分辨率矩阵是实际模型 m 与解m 之间

的一个映射关系，它不应依赖于特定的模型 m 或其解m 。也就是说，如果给定任意一个随

机的理论模型 m1，然后通过正演获得其理论观测值，再反演获得这个模型对应的解 m1。如

果把 m1 中的 mi
1 和 m1 代入公式（19）或（21），参数间空间距离 Li,j 可从参数空间位置计算

得到，那么此时该公式中只有 wi 是未知数，即公式（21）就成了只含一个未知数的非线性

方程。 

求解公式（21），可以获得第 i 个解参数 mi 的分辨长度 wi；对于其他解参数如 mk，同

样存在与公式（21）一样的只含一个未知数 wk的方程，求解这个方程可以获得第 k 个解参

数的分辨长度 wk。由于解矢量m 中有 m 个参数，故分别求解 m 个与公式（21）一样的方程，

就可以获得所有参数的分辨长度。 

在只有一组 m1 和 m1 的情况下，反演所获得的 wi 将依赖于给定的随机模型。如果给数

个不同的随机模型 1 2( , , , )ns M m m m ，分别通过正演和反演就获得其相应解
1 2( , , , )ns M m m m ，对于第 i 个解参数 mi 来说，这样就构成只含一个未知数 wi 的由 ns

个方程组成的方程组。求解下面这个方程获得分辨长度 wi
[15]

。 

1

( , ) min
ns

l l
i i

l

m f w


  m                        （22） 

对于一个实际问题来说，长度 wi 只可能是有限个值中的一个。比如图 2 中的实例中，

如果每层厚度为 h 的话，那么 wi 可能的解只能是 0.5h, h, 1.5h, …, mh 中的一个值。在这种

情况下，枚举法是获得最优解的最简单且可行的方式。利用同样的随机理论模型 M 和对应 

解 M，重复该单个未知量反演，就可获得所有其他参数的分辨长度 , 1, 2, ,( )iw i m  。据此

把所有分辨长度代入公式（18），就可获得归一化的分辨率矩阵。虽然利用分辨长度 wi 和以
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上模型通过求解公式（17）可获得其中的 ai，但归一化分辨率矩阵（公式（18））完全可以

满足分辨率研究的需要，因此求解 ai 的实际意义并不大。 

分析和实验表明
[15]

，获得一个稳定分辨长度所需的最小模型数 ns 与模型参数个数 m 没

有关系，而主要受分辨长度变化范围（即可能有的分辨长度数量）所控制，且最小模型数

ns 可以表示为： 

2
1.96 i

i

d
ns

E

 
  
 

                            （23） 

其中 Ei 是分辨长度的误差边界，di 是所有可能分辨长度值的标准偏差。实验表明，一般 ns

为几十或几百足够
[15]

。 

统计分辨长度计算过程无需进行任何矩阵变换，整个计算过程所需的内存小。统计分

辨长度估算过程独立于所使用的模型反演方法和程序，因此无需改变原先任何程序就可以

获得分辨长度，并可应用于所有线性和线性化反演问题；不但可以给出与方向性无关的，

还可以给出与方向性有关的分辨长度
[15]

。这些特点决定了统计分辨率矩阵解法更加灵活，

更加适合于较大问题的分辨长度估算。对分辨率矩阵的详细介绍请参见文献[15]，具体求

解统计分辨率矩阵的程序代码和有关实例见文献[38]。 
 

 
（b）为分辨率矩阵（a）的归一化矩阵。红色等值线表示了高斯曲线的半高度位置，红色线段表示了各参数的分辨长度。 

图 6 图 2 反演问题的统计分辨率矩阵
[15]
 

Fig.6 Statistic resolution matrix
[15] 

for the inverse problem in Fig. 2 
 

以图 2 所示的欠定问题为例，创建了 25 个在一个固定参考值上增加 10％随机偏差的

理论模型，然后 SVD 反演出 25 个对应的解。利用这些理论模型及其对应解和以上方法计算

了统计分辨率矩阵（图 6）。对比图 6 和图 3，可以看出，虽然统计分辨率矩阵与直接分辨

率矩阵本身有一定差别，但两者可以得出的分辨长度是基本一致的。除了这里显示的一维

反演问题，An
[15]

还给出了对二维反演问题计算统计空间分辨率实例。 

冯梅等
[39]

在利用微地震 P 波到时，对新疆乌鲁木齐附近上地壳的三维层析成像反演中

首次用统计分辨率分析方法，获得了三维反演模型的空间分辨长度分布（图 7）。在 P 波走

时地震层析成像中
[39]

，首先需要通过射线追踪来获得地震波从震源到台站的传播路径，这
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样就可以利用传播路径构建公式（1）中的观测矩阵 G。如果三维空间的慢度（速度的倒数）

分布矩阵 m 是已知的话，地震波沿路径传播所用的时间（也称走时）d 和观测矩阵 G 间关

系可以用线性公式（1）来表示。但在实际问题中，走时 d 是可观测量，三维空间的慢度分 
 

 
（a） 

 

（b）                                         （c） 

（a）地震台站（红方块）、地震（黄球）和传播路径（青色线）的三维空间位置；（b）三维模型空间

分辨长度在 5 km 深度的水平分布；（c）一个垂直切片分布图。图（b）、（c）中的黑圆圈表示在切片或

剖面 1 km 距离范围内发生的地震，图（b）中的三角和图（c）中的倒三角表示地震台站。水平切片图

中标有字母的黑线表示垂直剖面的位置。图（c）顶部的黑线表示放大后的地形起伏。图（b）、（c）

中的虚线为 5 km 分辨长度等值线 

图 7 三维模型空间分辨长度计算实例
[39]
 

Fig.7 Resolution lengths for a 3D seismic tomography
[39]
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布是待求量m ，即 P波走时地震层析成像是一个可以用公式（2）表示的、利用地震波传播

时间 d 为观测求解地下三维慢度结构m 的线性反演问题。但由于 P 波走时地震层析成像观

测矩阵 G 是一个大型稀疏矩阵，利用矩阵操作求解 G
-g
一般需要较大的内存，因此很少有人

用矩阵操作方式进行反演计算，更不用说通过矩阵操作求解分辨率矩阵了，人们往往采用

理论模型恢复试验来定性获得反演模型的分辨率信息。 

在图 7中，需要注意的是图 7（c）的垂直方向为海平面深度，它比模型深度小 1.3 km。

正如我们想象的，图 7（b），（c）显示的分辨长度与地震和观测台站分布呈直接关系。虽然

利用理论模型反演统计分辨率矩阵对计算的内存要求较低，但由于三维模型参数数量较大，

对所有点的空间分辨长度进行计算耗费时间仍然较多。在层析成像研究中，往往只分析典

型剖面或某一深度水平切面的结果，因此如果同样也只计算这些典型剖面或水平切面（如

文章中显示的剖面和水平切面）上点的空间分辨长度可以大大减少计算量；在计算某剖面

上各点分辨长度的过程中，只使用各随机理论模型中距该剖面或该水平切面一定距离范围

内的点的参数，可以进一步缩短计算时间
[39]

。 

2.5 四类分辨率矩阵的特点对比 

从上文介绍来看，在多数实际反演中分辨率矩阵最主要的用途不是用于得到分辨长度，

而是通过参考该矩阵是否接近于单位矩阵来评判反演的可靠程度。如果是单位矩阵，那么

反演就是完美可靠的
[3，22，27]

。为此，在一个反演过程中需要通过各种合理方式使得（正则化）

分辨率矩阵最终接近单位矩阵
[34]

。 

实际上只有很少的文献把分辨率矩阵用于分辨长度分析。即使在这些文献中，分辨率

矩阵计算也非常混乱，不同文献给出的分辨率矩阵公式是不一样的，因此不同文献中所谓

的分辨率矩阵的意义也是不一样的。 

虽然四种分辨率矩阵的本质是近似的，但各自具有不同的特点。具体表现如下： 

（1）直接分辨率矩阵可以给出分辨长度信息，也可以判定反演是否完善，但分辨率矩

阵分析主要应用于欠定反演问题
[3]
。由于多数实际应用是病态的，而实际反演需要消除该病

态特征，因此一般反演不给出直接分辨率矩阵。 

（2）正则化分辨率矩阵可以用来评估给定的反演系统是否完善，但无法给出任何空间

分辨率信息。 

（3）混合分辨率矩阵可以用来评判反演是否完善，也可以给出空间分辨率长度，但这

往往依赖于所给的正则化对反演的贡献，即相对权重的大小。 

（4）统计分辨率矩阵可以直接给出分辨长度，也可以用于判断反演是否完善。 

前三类分辨率矩阵一般需要矩阵操作，它们有一定的相似性，与统计分辨率矩阵间具

有明显区别，具体地： 

（1）从功能上来看，前三类矩阵都包含反演本身不同侧面的信息，因此在这三类分辨

率矩阵反演应用中，同时提供这三类分辨率矩阵则可以更全面地对反演进行评估；而统计

分辨率矩阵则是从对理论模型反演测试的输入和输出模型反演得到的，其中输出模型是使

用各种与实际反演一样的参数和技术后输出的模型，因此统计分辨率矩阵更能反映整个反

演所涉及到的更多因素和过程。 

（2）从运算方式来看，前三类分辨率矩阵是直接通过矩阵运算来获得分辨率矩阵；而
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统计分辨率矩阵则是直接利用理论模型及其解来获得分辨率矩阵，因此 An
[15]

提出的统计分

辨率矩阵计算过程不依赖于具体正演和反演方法，可以应用到更普遍的反演问题。不但可

应用于利用矩阵操作进行反演的问题，也可以应用于不利用矩阵操作进行反演的问题。 

（3）从计算效率来说，对于较简单的直接通过矩阵操作轻易实现的反演问题，前三类

分辨率矩阵可以很方便地获得。但对于较大的反演问题，尤其是大规模层析成像计算中，

由于矩阵运算需要占用大量的内存和计算时间，且往往超出了计算机的限制
[16，34]

，则很难

获得前三类分辨率矩阵；而统计分辨率矩阵则没有此内存的限制。统计分辨率矩阵的缺点

是运算时间相对较长。 

3 其他方法 

在层析成像反演中，最简单最早用于评估分辨率的方法是基于射线密度来推测
[8，40－42]

，

如通过统计每个点的观测约束数来评估模型分辨率，但它无法给出具体的分辨长度。 

一些文献提出了针对具体问题的分析分辨长度的方法。比如，在面波反演中，

Yanovskaya 等
[43]

提出了一个计算可求解面积平均半径的方法来估计分辨长度。对于在反演

中使用 Hessian 矩阵的情况，Fichtner 等
[37]

提出了一种直接获得分辨长度的方法。 

4 结论 

反演问题的分辨长度是评估所得空间模型精细程度的重要参数，决定了该模型应用的

范围和价值。在一个反演过程中，获得该问题的分辨长度与获得该问题的解是同样重要的。

但在实际问题中，估算一个反演的分辨长度却是比求解反演问题本身更加复杂和麻烦的事，

这导致了很多反演问题往往不提供任何空间分辨率信息，即使提供分辨率矩阵的研究，其

所提供的分辨长度的意义也往往不明确。 

除了层析成像中广泛应用的理论模型恢复试验可定性获得空间分辨率信息外，从分辨

率矩阵分析中可以定量获得分辨长度。常见的分辨率矩阵一般可分为三类，直接分辨率矩

阵、正则化分辨率矩阵和混合分辨率矩阵。直接分辨率矩阵可以给出分辨长度信息也可以

判定反演是否完善，但分辨率矩阵主要应用于分析欠定反演问题。正则化分辨率矩阵可以

用来评估给定的反演系统是否完善，但无法给出任何空间分辨率信息。混合分辨率矩阵可

以用来评判反演是否完善，也可以给出空间分辨率的长度，但这往往依赖于所给的正则化

对反演的贡献。这三类矩阵都包含了反演本身不同侧面的信息，因此在一个反演应用中，

同时提供这三类分辨率矩阵则可以更全面地对反演进行评估。 

通过随机理论模型及其相应解进行反演获得的分辨率矩阵为第四种分辨率矩阵，即统

计分辨率矩阵或反演分辨率矩阵。由于这种矩阵是从测试输入理论模型和用到了各种实际

反演参数后的输出模型反演得到的，因此它能反映整个反演所涉及到的更多因素和过程。

由于这种分辨率矩阵的计算过程无需进行矩阵操作且不依赖于具体正演和反演方法，无需

对正演和反演程序进行修改，因此可以应用于更普遍的反演问题。实际应用证明统计分辨

率分析方法适用于对线性和线性化反演问题的分辨长度估算，同时不但适用于简单的一维

和二维反演问题，也适合于求解大型三维层析成像反演问题。 
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How to Determine Spatial Resolution  
for an Inverse Problem 

FENG Mei , AN Mei-jian 

(Institute of Geomechanics, Chinese Academy of Geological Sciences, Beijing 100081, China) 

Abstract: The information of solution’s spatial resolution is important for model appraisal in an inversion, 
however, the computation to determine a spatial resolution is nontrivial and often more difficult than to solve an 
inverse problem. Visual inspection of the restoration of a synthetic structure widely applied in tomographic studies 
can give indicative information on spatial resolution distribution, however, resolution matrix estimation can give 
quantitative information of spatial resolution length for a general inverse problem. Resolution matrices obtained 
by matrix operation may be divided into three classes: direct resolution matrix, regularized resolution matrix and 
hybrid resolution matrix. Each matrix can give part of the information on the inversion, and then the simultaneous 
implementation of all three resolution matrices in a single study can potentially provide a complete understanding 
on the resolution length information. An (2012) proposed a new class of resolution matrices generated by a simple 
one-parameter nonlinear inversion performed based on limited pairs of random synthetic models and their inverse 
solutions. The estimates were directly retrieved from synthetic models and their inverse solutions, and then it can 
include the information on the whole inversion procedure; The independence on the degree of inverse skill used 
and the absence of a requirement for matrix operations indicated that this approach is particularly suitable for very 
large linear/linearized inverse problems. Inversion examples even for 3D inversion problem demonstrated that 
reasonable resolution lengths can be determined from statistic spatial resolution calculation. 

Key words: resolution length; resolution matrix; inverse problem; model appraisal. 
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